










preslikavanja, D je otvoren skup, tj, D={(u, v):u2+v2 <r2}. Treba 
pokazati da je Tu x Tv * O. 

i j iZ i j iZ 

Tu x Tv = 1 O 
a Vr2 - u2 - v2 

1 O 
-u 

au Vr2 - u2 - v2 

O 1 
a Vr2 - u2 - v2 

O 1 
-v 

av Vr2-u2-v2 

dakle je Tu x Tv * o. 
To je karta oko svake točke na gornjoj polusferi. 
Analogno bi se pokazalo da svaka točka donje polusfere dopušta kartu: 

T(U, v) = u r + v r - Vr2 - u2 - v2 iZ, (17) 

pa zatim za desnu i lijevu polusferu, te prednju i stražnju polusferu. 

3° Parametarske u-krivulje jesu kružnice paralelne s koordinatnom XOZ 
ravninom, a v-krivulje jesu kružnice paralelne s koordinatnom YOZ 
ravninom. 

Ad 2° Odaberimo parametrizaciju [O,Jt] x [-Jt,Jt]~E3 zadanu sa: 

x = r sin u cos v 

što se piše još i ovako: 

y = r sin u sin v 

z = rcosu, 
(18) 

T(U, v)={rsinucosv,rsinusinv,rcosu}. (19) 

To je preslikavanje Q zatvorenog skupa D na S, tj. Q: D~ S (vidi sl. 27). 

v z 

1t1---------, 
D 

., 

x 
y 

-1t!--------' 

Sl. 27. 
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(18) nije parametrizacija čitavog skupa S, jer se sa sfere mora izuzeti sjeverni 
pol A = (0,0, r) i južni pol B = (0,0, - r) (radi uvjeta (6». Trebamo, dakle, 
promatrati skup: 

S '" {sjeverni, južni pol}. (20) 

Skup (20), međutim, dopušta parametrizaciju (18), drugim riječima (18) je 
parametrizacija za skup (20). 

Osim toga (18) nije karta (jer (18) nije 1-1 preslikavanje, D nije otvoren 
skup), a kamoli da bi (18) bila karta koja bi prekrila cijelu sferu. Sfera, dakle, nije 
jednostavna ploha. 

Ad 3° Koordinatne u-krivulje (v = const.) su meridijani, a v - krivulje (u = 
const.) paralele. Geometrijski, dva parametra u i v znače Gaussove 
koordinate i to geografsku širinu (u) i geografsku dužinu (v). 

Parametrizacija (18) se dosta koristi u kartografiji. 

Pokažimo još da je za sve točke skupa (20) ru x rv =f. O. 

i 
rcosucosv 

- rsin u sin v 

j 
rcos u sin v 

rsin u cos v 
- rsinu 

° 
= r2 sin2 u cos v { + r2 sin2 u sin v r + r2 sin u cos u k. 

rar (u, v) = (O, O) preslikava se u sjeverni pol A = (O; 0, r), a par (u, v) = (lt, O) 
u južni pol B = (O, 0, - r). Kako su te točke ionako isključene iz skupa (20), to 
nećemo uzimati u obzir u = 0, u = lt, niti v = O. Dakle je ru x rv uvijek =f. O jer je 
za u E (O, lt) uvijek sin u =f. 0, a cos v i sin v ne mogu iščezavati za isti v. 

Pravokutnik [0, ~] x ~ - lt, lt] preslikava se na gornju polusferu, a pravo-

kutnik [ ~ ,lt] X [ - lt, lt] na donju polusferu (vidi sl. 27). 

Budući da je u sjevernom i južnom polu ru x rv = O (uvjet (12», to su sjeverni 
i južni pol singUlarne točke parametrizacije (18) pa bi se te točke i zbog toga 
isključile iz razmatranja. Geometrijski s.e singularnost očituje time, što se u 
sjevernom i južnom polu sastaju svi meridijani. Svim točkama skupa (20) inače 
prolaze samo po jedna pa;alela i po jedan meridijan (vidi zadatke 266, 272, 323). 

205. S je rotacioni elipsoid (vidi sl. 28): 
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x 2 y2 Z2 
-+-+-= 1 a2 a2 c2 • 

Razmatranja su analogna onima sa sferom iz zado 204. 

Jednadžbe: 
x = a sin u cos v 

y = a sin u sin v 

z = ccosu 



predstavljaju parametrizaciju skupa: 

S '" {sjeverni, južni pol}. 

Pritom je D = [O, :rt] x [-:rt, :rt]. 

z 

x y 

Sl. 28. 

206. S je rotacioni paraboloid (vidi sl. 29): 

x2 y2 
-+-=z a2 a2 • 

S je ploha, jer je z diferencijabilna funkcija. 

Promotrimo preslikavanje r: D~ E3 dano sa: 

z 

Sl. 29. 

f(u, v) = { U, v, :2 (u 2 + v2) }, gdje je D = E2. 

Ovo preslikavanje je karta koja je preslikava
nje na, pa je rotacioni paraboloid jednostavna 
ploha. 

Jednadžbama: 

x= aucosv 

y=ausinv 

z = u2, 

gdje je D = R X [0,2:rt], je dana parametrizacija . 
D~S plohe S. 

207. Ploha S je jednoplošni rotacioni hiperbo
loid (vidi sl. 30): x 

z 

y 
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S je ploha, jer je F diferencijabilna funkcija i jer je d F * o. 
Jednadžbama: 

je dana parametrizacija 

x = achucos v 
y = achusin v 

z = cshu 

D ~ S, D = R x [O, 2 n], plohe S. S nije jednostavna ploha. 

208. S je dvoplošni rotaciOhi hiperboloid (vidi sl. 31): 
x2 y2 ~2 
-+---= -l. 
a2 a2 c2 

S je ploha, jer je F diferencijabilno i dF * o. 

Ploha S dopušta parametrizaciju D~ S danu sa: 

x = ashucosv 

gdje je D = R x [O, 2n]. 

S nije jednostavna ploha. 

y = ashusin v 
z = cchu, 

U zadacima 206, 207. i 208. koordinatne 
u- i v-linije jesu meridijani i paralele na 
plohi, a geometrijski par brojeva (u, v) 
znače Gaussove koordinate. 

x 

209. S je kružni valjak (vidi sl. 32): Sl. 31. 

X2+y2=R2. 

S dopušta parametrizaciju D~ S danu 
sa: 

x = rcosv 
y = rsin v . 

z=u, 

pritom je D = R x [O, 2n]. 

S nije jednostavna ploha. 

210. S je kružni stožac (vidi sl. 33): 

x 2 y2 Z2 
-+-=-a2 a2 c2 • 
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z 

x 

Sl. 32. 

z 

y 

y 



nije ploha jer je dF= O u točki 
V= (O, O, O). 

Skup: 

S \ {Vrh stošca, tj. V = (O, O, O)} jest 
ploha, jer je dF*O u svim točkama toga 
skupa. 
Skup S \ {V} dopušta parametrizaciju 
D~S\ {V} danu sa: 

x=aucosv 

y= ausin v 

z=cu, 

gdje je D = R x [0,2 Jt l. 

x 

Pokažite da je ru x rv*O na skupu S\ {V}. 

z 

Sl. 33. 

U točki V = (O, O, O), tj. u = O bilo bi ru x rv = O, dakle bi V = (O, O, O) bila 
singularna točka parametarske mreže, no singularne točke isključujemo iz 
razmatranja. 

U zadacima 209. i 210. koordinatne u i v linije znače meridijane, koji su 
izvodnice valjka odnosno stošca, i paralele. Par (u, v) znači Gaussove 
koordinate. 

211. Zadana je ploha parametarskim jednadžbama 

x = a cos3 u cos3 V 

Y = a cos3 u sin3 v 

z = asin3 u, 

ue[~~,~], ve[-Jt,Jt]. 

Naći implicitnu jednadžbu te plohe. 
Kako je: 

to je: 

~ = cos u cos v 

V+ = cosusinv 

~ z . 
-;; = SInu, 

'. 
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Implicitna jednadžba zadane plohe prema tome glasi: 

fR + YYZ + vz2 = V? . 
212. Dokazati da ploha dana parametarskim jednadžbama : 

u2 + v2 -1 

predstavlja elipsoid. 
Imamo: 

x=a 
u 2 + v2 + 1 

-b 2u 
y - u 2 + v2 + 1 

2v 
z = e ---,,---;:--

u2 + v 2 + 1 ' 
U,V E R 

x 2 u 4 + v4 + 1 + 2 U 2V 2 - 2 u2 - 2 v2 

7 = (u 2 + v2 + 1)2 

pa je: 
x 2 y2 Z2 

-2 +-b2 +-2 = a e 

y2 4u2 

b2 = (u 2 + v2 + 1)2 

Z2 4v2 

7 (U2+v2+1)2' 

u 4 + v4 + 1 + 2 U 2V 2 + 2 u2 + 2 v2 

(u 2 + v2 + 1? 
što predstavlja elipsoid. 

213. Zadano je preslikavanje E2_ E3 sa: 

x=2u+v 
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Ispitati da li je skup: 

y = 4 u2 + 4 uv + v2 

z=e2u e v• 

S={(x, y, z)EE 3:x=2u+v, y=4u2+4uv+v2, z=e2U e V } 

ploha. 

Najprije, to je preslikavanje diferencijabilno, još mora biti ispunjen uvjet 
ru x rv *" o ili što je isto rang matrice (7) mora biti dva. Ispitajmo rang matrice: 

I ~ 4(2u + v) 

2(2u + v) I· 



Ova matrica nema rang dva, nego joj je rang jedan, za svako u i v. To znači 
da su vektori: 

koline arni. 

ru={2, 4(2u+v), 2e2u ev} 

rv={l, 2(2u+v), e2u ev} 

Prema tome S nije ploha. 

214. Za plohu zadanu eksplicitnom jednadžbom (9) naći vektorsku jednadžbu. 
Zadana je ploha: 

z = f(x, y). 

Stavimo li za parametra: x = x, y = y, z = f(x, y) tada vektorska jednadžba 
glasi: . 

rex, y)=x{+yT+f(x, y)k, x, YER. 
ili: 
Stavimo li za parametre x = u, y = v, z = feu, v) tada vektorska jednadžba 
glasi: 

reu, v)=u{+vT+f(u, v)k, u, v, ER. 

215. U ravnini xaz zadana je krivulja a: l ~ E3 

1° z=f(x), xEI 

2° x=g(u), y=O, z=h(u), uEI. 

a) Napisati parametarske jednadžbe plohe koja nastaje rotacijom krivulje a 
oko osi az. 

b) Napisati vektorsku jednadžbu tako nastale rotacione plohe. 
c) Što su koordinatne krivulje u = e, v = e? Koje je geometrijsko značenje 

parametara u i v? 
1 ° Eksplicitna jednadžba rotacione plohe glasi (vidi sl. 34): 

z = f( y'x2 + y2), 

a parametarske jednadžbe: 

ili općenitije: 

x=ucosv 

y=usinv 

z=f(u), uEI, vE[O,2n:], 

x=g(u)cosv 

y=g(u)sinv 

z = f(g(u» = h (u), U E l, 
vE[O,2n:], 

" 
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gdje je g : I ---7 R bilo koja diferenci
jabilna funkcija. 

2° Jednadžba rotacione plohe glasi: 

VX2+y2=g(U), z=h(u), 

a njena parametarska jednadžba: 

x = g(u) cos v 
y = g(u)sin v 

z=h(u), uEI, vE[O,2Jt]. 

Vektorska se jednadžba rotacione 
plohe može još napisati u obliku: 

feu, v)=g(u)l(v)+h(u)k, 

gdje je lev) normirana vektorska 
funkcija 

l (v) = cos v { + sin v t 

Koordinatne krivulje jesu: 

za u = const. v krivulje se zovu paralele, 
za v = const. u krivulje se zovu meridijani. 

z 

Sl. 34. 

Parametri u i v geometrijski znače Gaussove koordinate. 
Ploha nije jednostavna. 

216. Naći parametarske jednadžbe ravnine i njezinu vektorsku jednadžbu. 
predstavlja koordinatna mreža krivulja te ravnine? 

Točkom (xo, YD, Zn) postavimo pravac (vidi sl. 35): 

x - Xo Y - yo z - Zo 
--=--=-- (u) 

u-c 
v 

y 

Sto 

Istom točkom postavimo drugi pravac 
(nekolinearan s prvim): 

__ x_-_x.::..o _ = _Y_-_Y_O = _z_-_z_o 
12 

(v). 
- --1--1--/-

1 / / 
Parametarske jednadžbe tih pravaca gla
se, označimo li kod prvog pravca parame
tar sa u, a kod drugoga sa v: 

Sl. 35. 
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/ / / ---/--/--;--
/ ! / v-c ---------

1 1 1 
1 / / u 

/ / 1 



<, 

Tada će 

x = Xo + lIu, odnosno 
y=YO+mlu, 
z = zo + nlu, U ER 

x=xo+12v 
y= YO+m2v 
z = ZO + n2v v E R 

x = Xo + lIu + 12v 
y = Yo + mlu + m2v, 

U, vER 

(1) 

biti parametarske jednadžbe ravnine. Za v = O dobivamo početni prvi pravac 
(u), a za U = O drugi (v). Za razne vrijednosti od U i v dobivamo pravce koji 
su paralelni s polaznim pravcima. Ovi pravci predstavljaju prema tome 
koordinatne krivulje - prav<:e u ravnini i čine mrežu pravaca u ravnini. 
Polazni pravci (u) i (v) predstavljaju koordinatne osi kosokutnog koordinat
nog sustava te ravnine. 
Ravnina je jednostavna ploha. 
Vektorska jednadžba ravnine glasi: 

r=ro+đu+bv, 

gdje je ro radij vektor početne točke ili ishodišta O' kosokutnog koordinatnog 
sustava, a vektori đ(lh mh nl) i b(l2, m2, n2) jesu koordinatni vektori 
koordinatnog sustava te ravnine (koline arni sa zadana dva pravca). 

Specijalni slučaj: 
a) Promotrimo parametrizaciju ravnine definiranu jednadžbama (vidi sl. 36): 

u-c 
v I I· I __ .J-- _____ _ 

I I I 
---I---t--I-

) I Iv_ c 
I I I ---------
I I I 
I I I u 

X=u 
y=v 

z = O, u, v E R 

Ovdje su koordinatne osi zadane svojim 
jediničnim vektorima u(1, O, O) i 
V'(O, 1, O) i prolaze ishodištem O koordi
natnog sustava XOY. 

'. 
Sl. 36. 

b) Uzmemo li u ravnini XOY polarne koordinate tada:njene parametarske 
jednadžbe možemo pisati ovako (vidi sl. 37): 

x = ~cos fjJ 

y = ~sin fjJ 

z=O. 
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y 

-----/' 
/ -

I 

\ 
\ 

\ 
\ 

~ 
" 
'----

Sl. 37. 

To je parametrizacija skupa XOY \ {ishodište}. 

217. Naći parametarske jednadžbe ravnine 
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3x+4y+6z-20 = O. 

Treba ravninu predočiti u obliku (1) iz zado 216. 

Prvi način: 

Uzmimo po volji funkcije x, y : E2~ Rovako: 

x= -2+3u-v' 
y=1-2u+3v, 

što uvršteno u jednadžbu zadane ravnine daje: 

Jednadžbe: 

713 
z = - ~ -u -- v 

'. "3 6 2' 
Z:E2~R. 

x= -2+3u-v 
y=1-2u+3v 

713 
z=3-6 u-T v 

predstavljaju tada parametarske jednadžbe tražene ravnine. Vidimo zaista 

da točka O' = ( - 2, 1, ~ ) leži u zadanoj ravnini. Ta točka je ishodište 

traženog kosokutnog sustava u ravnini s osima: 



za v=O 

Drugi način: 
Opet uzmemo po volji 

7 z--
x+2 y-l 3 
-- = -- = -- (u) 

3 -2 1 
6 

7 z--
x+2 y-l 3 
--=--=-- (v) 
-1 3 3 

za u = O. 

x= -2+3u-v 
y=1-2u+3v. 

2 

Najprije, točka A = (- 2, l,zo) leži u ravnini, što daje Zo = ~ . Nadalje, 

koordinatni vektori jesu đ(3, - 2, nl) i b ( - 1, 3, n2)' Kako je vektor normale 
na zadanu ravninu N (3, 4, 6), to iz uvjeta 

jJ·đ=O, 
jJ·b=O 

'1' 1. 3 dkl' IZ aZI nl = "6 l n2 = -"2' a e Je 

7 1 3 
z="3-"6 u-"2 v. 

218. Naći parametarske jednadžbe ravnine 3 x + 4 y - 2 z - 3 = O i to tako, da su 
koordinatne krivulje dvije familije međusobno okomitih pravaca (vidi sl. 38). 
Točku te ravnine odaberimo po volji kao ishodište O' = (1, 2, 4) tog 
koordinatnog sustava (x = 1, Y = 2 odaberemo po volji, što daje iz jednadžbe 
ravnine z = 4). 

Prvu koordinatnu os u odaberimo 
tako da leži u ravnini, tj. da prolazi 
točkom O' i da bude jJ. /1 = O, gdje 
je /1(6, - 2, nl) odabrano po volji, 
a N(3, 4, - 2) vektor normale rav
nine. 
Navedeni uvjet daje nl = 5, pa je 
/1(6, - 2,5) 

koordinatni vektor, a Sl. 38. 

'. 

u 
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x-l=y-2=z-1 
6 -2 5 

(u) 

jest koordinatna os u traženog koordinatnog sustava. 

Potražimo i drugu koordinatnu os. 
Ona mora također ležati u zadanoj ravnini, tj. prolaziti točkom O' i biti još 
k tome okomita na prvu os u. Moraju biti dakle zadovoljeni uvjeti: . 

fJ·v= O 
Il· v = O, 

gdje je V(i2, m2, n2)' Dobijemo sustav jednadžbi: 

3/2 + 4 mz - 2 n2 = O 
6/2 - 2 m2 + 5 n2 = O, 

odnosno podijelivši npr. s nz: 

3~+4 mz =2 
nz nz 

6 ~ - 2 m2 = -5. 
n2 n2 

Rješenja su: 

8 
12 = -15 nz, 

Jednadžba pravca v glasi: 

x-l y-2 z-4 
---=---=--

8 9 n2 
-1s nz W n2 

odnosno: 
x-l y-2 z-4 
-16 = -----y:;- = 30 (v). 

Prema tome tražene parametarske jednadžbe glase: 

x = 1 + 6u -16v 

Y = 2-2u + 27v 
z=4+5u+30v, u, VER. 

(Vidi zado 244.) 

219. Napisati parametarske jednadžbe pseudosfere koja nastaje rotacijom traktri
se: 

a a+V?;? y = -ln ---'----- - Va2-x2 
2 a - Va 2 -x2 

oko svoje asimptote, tj. osi 
OY (vidi sl. 39). 
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r 
! 
; 

Traktrisa je evolventa lanča
nice čija je jednadžba (u 
ovom slučaju) 

x=achI. 
a 

Jednadžba traktrise još se 
može napisati u obliku: 

a+y?-=7 1~ y = a ln - ± V a2 - x 2 , 
x 

ili 

y=aArch!!.. ± Ya2 -x2• 
x z 

Sl. 39. 

Jednadžba pseudosfere tada glasi: 

/ 
/ 

I 

a + ya2 - (x2 + Z2) ~--:----::-
y=aln - - ya2 _(x2 +z2), 

yx2+ Z2 

(uzevši gornje predznake). 

Stavimo li: 

dobivamo: 

y = - a [ l n tg ~ + cos u ] , 

u;;?; O, ve[0,23t], 

pa parametarske jednadžbe 
pseudosfere glase: 

x=acosvsinu 

u 
y = - a ln tg - - a cos u 

2 

z = asin vsinu. 

220. Napisati parametarske i eks
plicitnu jednadžbu helikoida. 
Helikoid je zavojna ploha 
koja nastaje rotacijom bilp 
kojeg pravca (profil) oko 
neke osi, koju taj pravac si
ječe pod pravim kutem (vidi 
sl. 40). 

x=acosvsinu 
z = asin v sin u 

z 

Sl. 40. 

./ 
/ 

x 

y 
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Pritom se pravac istovremeno jednoliko kreće u smjeru te osi. Brzine obiju 
kretanja su proporcionalne (vidi zado 151). 

Ova je ploha ujedno i geometrijsko mjesto svih glavnih normala zavojnice 
na valjku. 
Parametarske jednadžbe helikoida glase: 

x = aucosv 
y = au sin v 

z = hv, U, V E R, 

Eliminiravši parametre u i v dobijemo jednadžbu helikoida: 
z 

y =xtg"b' 

221. Napisati parametarske jednadžbe katenoida koji se dobije rotacijom lanča-
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nice 
z 

x= ach-, 
a 

oko osi az (vidi sl. 41). 

a) Jednadžba kate noi da glasi: 

VX2 + y2 = ach ~. 
a 

Stavimo li z = u dobijemo para
metarske jednadžbe katenoida: 

u 
x = ach - cosv 

a 

Y --=='4 ch !:!.. sin v 
a 

z=u, uER, vE[0,2n]. 

b) 2. način 

z 

y 

Sl. 41. 

Jednadžbu lančanice možemo napisati i u parametarskom obliku ovako: 

U jednadžbi z = a arch ~. 
a 

Uvedimo parametar ovako: 

1~ ~ ~+u X = Vu2+a2, pa je z=aarch ~ = aln--'~-----
a a 

Parametarske jednadžbe lančanice tada glase: 

u+~ 
x=Vu2+a2, y=O, z=aln -, uER. 

a 
Parametarske jednadžbe katenoida glase prema zado 215. 2°: 



~ = Vu2+a2c~sv 
y = Vu2+a2sinv 

u+~ z = a ln, u E R, v E [O, 2:n]. 
a 

222. Napisati parametarske jednadžbe torusa koji nastaje rotacijom kruga radius a 
r oko pravca koji leži u ravnini toga kruga na udaljenosti R (R > r) od 
njegova središta. 

Neka torus nastaje rotacijom kruga 

(y_R)2+z2=r2, (R>r) 

oko osi OZ. 
Tada je implicitna jednadžba torusa (vidi sl. 42): 

(Vy2 + x 2 - R)2 + Z2 = r2. 

Parametarske jednadžbe do
bit ćemo stavimo li: 

x=UCOSV 

y = u sin V 

što daje 

(U-R)2+Z2 = r2 

ili 

z = Vr2 - (u - R)2. 

Parametarske jednadžbe to
rusa prema tome glase: 

a vektorska: 

Je 

x=UCOSV 

y=usinv 

Sl. 42. 

uER, 

z 

vE[0,2:n], 

r= {ucosv, usinv, Vr2-(u-R)2}, (R>r). " 

y 

Još jedan oblik parametarskih odnosno vektorske jednadžbe torusa dobit 
ćemo stavimo li II prethodne parametarske jednadžbe, tj. u jednadžbu: 

z=Vr2-(u-R)2 
da je: 

pa je tada 

u = R + r cos u I , 

gdje je u' novi parametar. 
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Tada imamo parametarske jednadžbe torusa s novim paraIl\etrom u': 

x = (R + r cos u ') cos V 

y = (R + rcosu ' ) sin v 
z=rsinu ' (R>r), u', vE[0,2n], 

odnosno vektorsku jednadžbu: 

r = { (R + r cos u I ) cos v, (R + r cos u I ) sin v, r sin u I } , (R >r), 

što je u skladu i sa zadatkom 215. 

223. Zadana je ploha: 

r={ucosv, u sin v, Va2-u2} U E [ - a, a], vE[0,2n], 

gdje su u i v nezavisni parametri plohe, a »a« konstanta. 

1 ° Napisati jednadžbu plohe u obliku F(x, y, z) = ° i na osnovu toga 
zaključiti koja je to ploha. 

2° Sto su koordinatne u i v krivulje? 
3° Kakvo je geometrijsko značenje parametara u i v? 

1 ° Eliminacijom parametara u i v iz jednadžbi: 

dobijemo jednadžbu: 

x = ucosv 
y = usin v 

z = Va 2 - u 2 

x 2 + y2 + Z2 = a2, 

Ploha je gornja polusfera radiusa a. 

(z >0). 

2° u = e, v krivulja predstavlja krugove na sferi (x = e cos v, y = e sin v) na 

udaljenosti z = Va 2 - e2 od ravnine XOY. Ti krugovi su paralele. Kako 

je L = tg v, to su koordinatne u krivulje (v = e), veliki polukrugovi po 
x 

kojima ravnine y = x tg e sijeku polusferu. To su meridijani. 
3° u je udaljenost toč~e (u, v) na polusferi od osi OZ, a v je njena geografska 

dužina. 

224. Zadana je ploha S parametrizacijom D~ E3: 

x = a cos4 u cos4 v, y = a cos4 u sin4 v 

z = a sin4 u, D = [ -.::. ~] x [ - n n] 2 ' 2 ,. 

Napisati njenu implicitnu jednadžbu. 

225. Pokazati da jednadžbe 

v 
uER, vER 
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x = ucosv. y = u sin v, u ER, vE[0,2n], 

predstavljaju parametarske jednadžbe iste plohe. 

226. Pokazati da se parametarske 'jednadžbe jednoplošnog hiperboloida mogu 
napisati u obliku: 

uv + 1 
x=a---

u+v 
u-v 

y=b--, 
u+v 

z= 
uv -1 
u+ v ' 

u ER, 

Kakve su koordinatne krivulje plohe za tu parametrizaciju ? 

vER. 

U zadacima od 227. do 233. napisati parametarske jednadžbe sljedećih ploha 
drugog reda: 

. . x 2 y2 Z2 
227. ehpsOida: -2 + -b2 + -2 = 1, 

a e 
2 2 

228. eliptičkog paraboloida: :2 + ~2 = Z, 
229. 

2 . 2 2 

jednoplošnog hiperboloida: -;- 1- Yb 2 - ~ = 1, 
a e 

230. 
x 2 y2 Z2 

dvoplošnog hiperboloida -2 + -2 - -2 = - 1, 
a b e 

231. 
"v • x 2 , y2 

ehptIckogvalJka: -;;z + b2 = 1, 

v x2 y2 Z2 
232. stosea: -2 + -2 = -2 ' 

a a e 

233. hiperboličkog paraboloida : 

234. Zadana je-ploha: 

x = u + v, y = u- V, Z= uv, UE R, VER. 

Ispitati koja je to ploha i provjeriti leže li na njoj točke A = (4, 2, 3) 
B = (l, 4, - 2). 

U zadacima od 235. do 237. odrediti koordinatne krivulje na plohi: 

235. x = u, y= v, z = u; u, V ER 

236. x = ucos v, y=usinv, Z=O; uER, vE[0,2n] 

237. x=cosuchv, y = sinush v, Z=O; U E [O, 2 n], .'. V E R. 

238. Naći singularnu krivulju na pseudosferi: 

x = sin u cos v, y = sin u sin v, 
u 

z = cos u + ln tg '2 ; 

u;::: 0, V E [O, 2n]. 

'. 
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(Singularna krivulja na plohi je ona, čije su sve točke singularne točke plohe.) 

239. Zadana je ploha: 

r = { cos u cos v, cos u sin v, sin u}, UE[-~ ~} 
2 ' 2 J' vE[-n,n] 

1 ° Napisati jednadžbu plohe u obliku F(x, y, z) = O i zaključiti koja je to 
ploha. 

2° Što su koordinatne kriv~lje tog predočenja plohe? 
3° Kakvo je geometrijsko značenje parametara u i v? 

240. Ploha S dana je jednadžbom: 

r={ucosv, u sin v, f(u)} , uER, vE[0,2n], 

gdje su u i v nezavisni parametri, af(u) dana realna funkcija. 

1 ° Pomoću koordinatnih krivulja tog predočenja zaključiti koja je to ploha. 
2° Napisati jednadžbu te plohe u obliku z = f(x, y). 

241. Zadana je ploha: 

r= {eaVf(u) cos (u + v), eaVf(u) sin (u + v), eaVg(u)}, u, vER, 

f(u) i g(u) proizvoljne funkcije. 
Pokazati da koordinatne krivulje u = e leže na stošcu 

x2 + y2 = p(e) Z2. 
g2(e) 

U zadacima 242. i 243. objasniti koja je ploha zadana sljedećim jednadžbama: 

242. r= {(a+bcosu)cosv, (a+bcosu)sinv, bsinu}, a>b, 
u, v E [O, 2n]. 

243. r= {! Ve 2 +u2 cosv, ! Ve2 +u2 sinv,u} , uER, V E [O, 2n]. 

244. Naći parametarske jednadžbe ravnine x - 3 y + 2z - 9 = O. 
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